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Zur Theorie der N-Elektronen-Schrodinger-
Gleichung

Frieprica Franz SeeLic

Physikalisch-Chemisches Institut der Universitdt Marburg
(Z. Naturforschg. 21 a, 1500—1502 [1966] ; eingegangen am 29. April 1966)

Introducing a specific variable o that is a linear combina-
tion of all electron-nucleus and electron-electron distances,
the Scaropincer-equation for N electrons can be rewritten in

N
the form H¥ = [—}gl (V2+Vi2o)] Y=E¥ (in atomic

N
units), where —% 3 Vi 0 is the operator of the potential
i=1
energy of the electrons with the well-known singularities. Set-
ting ¥ = e—¢-F, however, yields a differential equation

N
‘—i‘_gl[VizF—z(ViQ'Vi F)+ (Vio)*F]=

in which the term —#% 2 (Vi0)? is now a pseudo-potential
=4

that is discontinuous, but finite. The expectation value of the

energy W for a real trial function @=e—¢-F becomes

W=4%[ e 2[(ViF)2—F*(Vio)® dv/[ e 2e F?dz.

Applied to the “corresponding two-particle-problem” of Boep,
F can be determined numerically, in principle at least. In the
few cases, where separation is possible, o0 appears to be a
linear combination of separation coordinates.

Die Scuropinger-Gleichung fiir N Elektronen mit
den Koordinaten z;, vi, zi (i=1, 2,...,N) im Feld
von M Kernen der Koordinaten zx, ¥k, zg und der
Kernladungszahlen Zg (K=1, 2,...,M) lautet be-
kanntlich in der BoryN—OrpEnsEIMER-Ndherung und in
atomaren Einheiten

gty

HY =
1—1 K=1 TKi (1)
N1 1
+ 2! Y_EVY
i=1 j=i+1 Tii
Q2 L 32
; L o
mit Vi= gt T o (2

2K)®+ (yi—yK)*+ (zi—z8)®  (3)
(rij entsprechend).

rei=V (xi—

E ist die Elektronenenergie und ist von den Koordina-
ten der Kerne abhéangig (Energiehyperflache).

Die beiden Doppelsummen in (1) stellen das Poten-
tial ¥ dar, in dem sich die N Elektronen bewegen. Die-
ses besitzt Pole im 3 N-dimensionalen Konfigurations-
raum iiberall dort, wo sich ein Elektron am Ort eines

1 F.F. Seeuic, Z. Naturforschg. 21 a, 1358 [1966].

Kerns befindet (V' — —oc fiir rx;— 0) und wo zwei
Elektronen gleichzeitig sind (V—+ o fiir r;; — 0). In
vorangegangenen Arbeiten ! 2 wurde im 3-dimensiona-
len Fall eine Transformation des Potentials in ein
tiberall endliches Pseudopotential vorgenommen, in
dem die Pole an den Kernen beseitigt waren. Es zeigt
sich, dal} sich eine solche Transformation auch im all-
gemeineren, 3 N-dimensionalen Fall vornehmen 1ift,
wobei nun auch noch die Pole an Orten mit gleichzei-
tig 2 oder mehr Elektronen beseitigt werden. Zunichst
fiihren wir analog zu dem Vorgehen in jenen Arbeiten
eine neue Grofle

N M N—1 N

o= 2 ZZKrKL 12 2 g (4)

i=1 i=1 j=i+1
ein, durch die sich das Potential ¥ in besonders ein-
facher Weise exakt ausdriicken 1d8t.

Zweimaliges partielles Differenzieren von (4) nach
zy liefert

82 % — (z,—2K)?

= (5)
ni*— (@ —2j)*

2 =2 "1]'3

,1 N

und da sich fiir 320/Gy,2 und 32p/3z? die analogen
Ausdriicke ergeben, erhélt man

M N 1
Vie=2 3 2 _ 5 1. (g

K=1 TK1 =2 N

Damit ergibt sich schlief8lich fiir

ZV:@ 22%“—

=1 TKi

N—1 N 1

i=1 j=i+1 Ti
N

d.h. V=-— %Zlvz'z 0. (8)
i=

Die Ausgangsgleichung (1) 148t sich hierdurch mit der
Grofle 0 kompakter schreiben

HY—[— %Z(Vz +Vie

oder wenn wir fiir die 3 N Koordinaten z;, y;, z;,
Ta,...,IN, YN, ZN, die in (9) in vollig dquivalenter
Weise eingehen, ganz allgemein die Koordinate ¢;
(I=1,2,...,3N) schreiben,

1 33 3%

P o |— ( ¢
[ 2 zzl an2 T Sq®

Mit Hilfe der GroBe o liBt sich also der HamiLton-
Operator H im 3 N-dimensionalen Konfigurationsraum

VIZP=E¥  (9)

)]W:ET. (10)

2 F.F. Seeuig, Z. Naturforschg. 21 a, 1368 [1966].
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als Summe von 3 N Operatoren
~_1(9 , %%
Him =5 (5o + 52) Wl

darstellen, in denen die Operatoren der kinetischen und
potentiellen Energie groBe Ahnlichkeit haben. Diese
Aufspaltung fiihrt aber nicht zur Separation von (1),
da o ja noch eine Funktion von allen g; ist.

Die oben erwdhnten Pole im Potential ¥ lassen sich
nun beseitigen, wenn man fiir ¥ den Ansatz macht

Y=eeF. (12)
Einsetzen von (12) in (10) liefert ndmlich mit (6)

L 32 30 BF
HP—_ 3 e ( _g 30 BF
e L Z 3q2 dai dqu (13)
+(39) F) —e¢EF
Saqt

N N
oder—} 2> V#F+3 (Vie-ViF) +V' F=EF, (14)

wenn in Analogie zum Potential V' gemafl (8) ein
Pseudopotential

N
V’=—‘}'§1(Vz’9)2

eingefiihrt wird, das nunmehr im Gegensatz zu V iiber-
all endlich ist, jedoch an den Orten, wo bei ¥ Pole vor-
lagen, nicht definiert ist, da Briiche auftreten, bei denen
Zihler und Nenner Null sind. Die Grenzwerte von ver-
schiedenen Seiten sind dort im allgemeinen nicht iden-
tisch.

Der Erwartungswert der Energie W ist fiir eine 3 N-
dimensionale reelle Testfunktion @ bei Integration
iiber den ganzen 3 N-dimensionalen Konfigurations-
raum bekanntlich

(15)

N
I[PV P+P Vo] dv
=1

W [OPHDAr _
T [Pdr [ P2dr
Y. " (16)
Q'Elf [(Vi®)2—P2 V2 o] de
= [ P2dr ’

wobei sich der letzte Schritt durch partielle Integration
ergibt unter Beachtung der Tatsache, da8 @ im Unend-
lichen verschwinden muf. Durch Minimisierung von W
erlangt man nach dem Variationsprinzip die zum un-
tersten Zustand gehorende Funktion ¥ . Hohere Funk-
tionen ¥, erhilt man nach demselben Prinzip unter
gleichzeitiger Beachtung der Orthogonalitétsrelation

[Pp¥edr=0 fiir alle ¢ <p. 7)

Setzt man jedoch die Testfunktion @ gemdfl (12) an,
so erhdlt man fiir W

- —éiglf e~2[FV2F—2F(Vio-ViF)+F(Vio)®dr
e 2eF2dr
iiglf e~2[(ViF)2—F2(Vi0)®] dv
[e 2 Fdr

(18)
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mit der Orthogonalitdtsrelation
Je 2 F,F,dr=0 (19)

Eine Schwierigkeit liegt darin, daBl die Gesamtfunktion
immer antisymmetrisch hinsichtlich der Permutation von 2 be-
liebigen Elektronen sein mufl (PauvLi-Prinzip) und in den
Fillen N > 2 keine Aufspaltung in Gesamtorts- und Gesamt-
spinfunktion méglich ist. Wahrend also ¥ fiir N=1 und
N=2 in allen Gleichungen als reine Ortsfunktion interpretiert
werden kann, ist sie bei N > 2 von den Spins abhdngig; es
muB deshalb in diesen Fillen in den Gln. (16), (17), (18)
und (19) auch noch eine (formale) Integration iiber die Spin-
variablen durchgefiihrt werden.

Besonderes Interesse findet der Fall N=2, da nach
Borp 3 sich alle Vielteilchenprobleme auf ein ,zugeord-
netes Zweiteilchenproblem® zuriickfithren lassen derart,
daB die Energie E sich exakt darstellen 146t gemiaf

N
= 5 %:Pn En

fiir alle ¢ <p.

(20)

wobei p, das n-te Diagonalelement der reduzierten
Dichtematrix 2. Ordnung und &, der n-te Eigenwert
zum 2-Teilchen-Operator

b= 7{1+7{2+(N 1) Hy, (21)
ey >4k S Zk | N-1

(VI +V>?) %flu K TKs + T
gemil b @u(1,2) =en @n(1,2) (22)

ist. Wie Bopp gezeigt hat, kann man mit sehr einfachen
Annahmen iiber die p, [px=2/N(N-1) fiir die
N(N—1)/2 tiefsten und p,=0 fiir alle iibrigen Dia-
gonalelemente] recht gute Werte fiir die Energie des
Grundzustands bekommen, wenn man die Eigenwerte
en kennt. Bopp konnte diese aber nur fiir einige Atome
erlangen, wenn er von experimentell bekannten Ter-
men solcher zweielektroniger Atome ausging, deren La-
dungszahl gerade Z/(N —1) ist.

Die Gl. (22) 1aBt sich aber nach dem Variations-
prinzip in der Form (18) und dem Orthogonalitits-
prinzip (19) fiir beliebige Molekiile numerisch in einer
Weise 16sen, die dem 3-dimensionalen Fall! véllig ana-
log ist. Fiir die Grofle o hat man im 6-dimensionalen
Fall in (18) und (19) zu setzen

—1

9 T . (23)

N
0® = g Zg (rEy+ TKe) —

Allerdings reicht die Speicherkapazitit und Rechen-
geschwindigkeit der heutigen Digitalrechner noch nicht
fiir die praktische Bearbeitung aus. Der Rechenaufwand
wird jedoch gegeniiber den heute iiblichen Methoden
zur Behandlung von Vielelektronenproblemen wieder
dadurch reduziert, daB der Operator b nicht (wie der
Hartree—Fock-Operator) die gesuchten Funktionen
enthilt, der Begriff des ,,self-consistent-field“ also hier
nicht auftritt, dementsprechend also auch keine Itera-
tionen hinsichtlich der Selbstkonsistenz benétigt wer-
den.

3 F. Bore, Z. Phys. 156, 348 [1959].



1502

Wie man leicht zeigen kann, bleibt die Form der zu
(10) analogen Gleichung

1 8/ 2 azg(o))
b= — — 2 -
¥ 2 zg1<3qz‘z 1 3g2 )97

erhalten, wenn man statt der Koordinaten z;, vy, 2,
Zs, Ya 5 23 die Koordinaten

(24)

1 1
z+=ﬁ(x1+12), ro= V2 (21 —9),

y+=-1}2 (y1+y2), y-=%(y1—y2), (25)

1

z,= *i*/'f* (21+2), 2= 1}3: (z1—29)

verwendet. [Der Ubergang von

U= (21,¥1,2) und To=(23,¥s,2)

zu

und r_=(z_,y_,z_)

r+=(x+’y+vz+)
stellt eine Drehung im 6-dimensionalen Konfigurations-
raum Rg dar, gegen die (24) invariant ist.] Die Zwei-
elektronen-Ortsfunktionen ¢ miissen hinsichtlich der
Vertauschung der Elektronen 1 und 2 symmetrisch
(Singulettfunktionen) oder antisymmetrisch (Triplett-
funktionen) sein. Der Vorteil der Koordinaten t_, t_
gegeniiber t;, Iy besteht nun darin, dal @ im ersten
Falle eine gerade, im zweiten eine ungerade Funktion
von allen Komponenten von t_ ist. Die Funktion ¢
braucht also nur in 1/8 des gesamten Rg betrachtet zu
werden; sind noch ein bzw. zwei bzw. drei Spiegel-
ebenen vorhanden, welche die z-, y- oder z-Achse des
geometrischen Raums bei geeigneter Wahl des Ko-
ordinatensystems und damit auch entsprechend die
z,-, y,- oder z -Achse rechtwinklig im Koordinaten-

Untersuchung frischer Fallout-Proben
mit dem Ge(Li)-Halbleiterzahler

H. Kwi6s, R. May und H. ScaNeIDER

I. Physikalisches Institut und Strahlenzentrum
der Justus Liebig-Universitat GiefSen

(Z. Naturforschg. 21 a, 1502—1504 [1966] ; eingegangen am 18. Juli 1966)

Mit dem Ge(Li)-Halbleiterzihler wurde das y-Spektrum
frischer Fallout-Proben vom dritten chinesischen Kernwaffen-
test aufgenommen. Das Verhidltnis der Zr-Linien bei 723
keV und 757 keV wurde bestimmt. Aus dem Zirkon-Niob-
Aktivitdtsverhdltnis kann das Alter der Probe errechnet wer-
den.

Bei fritheren Messungen wurde das y-Spektrum lang-
lebiger Radionuklide untersucht, die bei Kernwaffen-
versuchen entstanden sind !. Die dritte Explosion einer
chinesischen Atombombe am 9. 5. 1966 ermaglichte es,
auch kurzlebige y-Strahler im Fallout nachzuweisen.

1 H. Kués, R. May u. H. Scaneiper, Z. Naturforschg. 21 a, 363
[1966].
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ursprung schneiden, so reduziert sich die Betrachtung
auf 1/16 bzw. 1/32 bzw. 1/64 des R, .

Die bei weitem einfachste Behandlung der ScHrODIN-
cer-Gleichung ist dann moglich, wenn sich die partielle
Differentialgleichung, in entsprechenden Separations-
koordinaten ausgedriickt, in mehrere gewohnliche Dif-
ferentialgleichungen separieren 1dft. Leider ist eine
solche Separation aber bisher nur bei Einelektronen-
systemen und auch dort nur bei Atomen (wasserstoff-
dhnliche Atome) und zweiatomigen Molekiilen (H,",
HHe™ usw.) gelungen. Dall die GroBe o ein Schritt
hin zu den vielleicht existierenden, aber noch unbe-
kannten Separationskoordinaten bei anderen Systemen
sein konnte, 1dBt die folgende Uberlegung vermuten.
Bei wasserstoffahnlichen Atomen (Atome mit der Kern-
ladungszahl Z und N=1) sind die Separationskoordi-
naten bekanntlich die sphérischen Koordinaten r, 9, ¢’;
wie man sieht, ist aber dort o=2Zr.

Im Falle der zweiatomigen Molekiile AB mit N=1
gelingt die Separation in elliptischen Koordinaten

g TAtTE TA—TB 7

R ° nN= R °
(R=Kernabstand A —B). Es ist aber dort
0=Zxra+2Zprg=3R(Zy+2Zp) £+ 3R(Zp—2Zp) 7,

d.h. o ist eine Linearkombinaiton von Separations-
koordinaten! Im Falle der Atome und symmetrischen
zweiatomigen Molekiile (Zy=Zg) ist es sogar bis auf
einen konstanten Faktor eine Separationskoordinate
selbst. Im Falle der Atome ist dieser konstante Faktor
die Kernladungszahl Z, im Falle der symmetrischen
zweiatomigen Molekiile hat er den Wert

3 R(Za+2Z8)=RZ,
da hier Zy=Zp=17 ist.

Zwar stieg bei uns die abgelagerte Gesamt-f8-Aktivitit
wihrend weniger Tage nur auf den Maximalwert
0,8 nCi/m? Tag am 23.5.1966 an (Jahresmittelwert
1963: 1 nCi/m? Tag), jedoch gelang es trotzdem, bei
MeBzeiten bis zu 50 Stunden y-Spektren mit ausrei-
chender Genauigkeit aufzunehmen. Insgesamt wurden
8 MefBreihen durchgefiihrt, wobei die Ergebnisse stets
reproduzierbar waren, abgesehen von Anderungen des
Spektrums, die auf den radioaktiven Zerfall kurzlebiger
Nuklide zuriickzufiihren sind. Verwendet wurde ein
Ge(Li)-Halbleiterzihler ~ 100-LDG-4000-310/Kryostat
(Solid State Radiation, Inc.) mit 4 mm dicker Feld-
zone und 1 cm? Zahlfliche. Angeschlossen war das Ver-
starkersystem 101 XL/201 (ORTEC). Die verstirkten
Impulse wurden einem 1024-Kanal-Impulshéhen-Ana-
lysator ND-150 (Nuclear Data) zugefiihrt. Der Detek-
tor war mit Bleiziegeln und Betonsteinen gegen die Um-
gebungsstrahlung abgeschirmt.

MeBergebnisse

Wie die Abb. 1 bis 3 zeigen, konnten neben den be-
reits mit dem Ge(Li)-Detektor! gefundenen Radio-



